§3 Вероятностное описание и характеристики случайных процессов в системах связи

Случайная величина описывает некоторое явление как бы в «статике», не учитывает изменение свойств явления во времени. При этом сигналы в системах связи, как известно, представляют собой процессы, изменяющиеся во времени. Поэтому с целью обобщения понятия случайной величины вводится также понятие случайного процесса.

Случайный процесс характеризуется тем, что случайная величина, принимающая какое-то множество значений (конечное или бесконечное), зависит также от времени наблюдения за этой величиной.

Примерами случайного процесса являются осциллограммы напряжения шумов; амплитуда и фаза принимаемого радиосигнала, прошедшего через турбулентную среду, обуславливающую замирание сигнала; поток заявок на обслуживание в системах массового обслуживания и т.д.

С математической точки зрения случайные процессы описываются случайными функциями.

Случайной функцией ξ(t) называется такая функция, которая при любом фиксированном значения аргумента, т.е.
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, является случайной величиной.

Вид наблюдаемой функции ξ(t) в одном опыте (испытании), как правило, не случаен. Вид функции ξ(t) в одном опыте называют реализацией случайной функции. Для анализа ξ(t) необходимо иметь множество реализаций (рис. 1.3.1).
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                                  Рис. 1.3.1.

Совокупность всех возможных реализаций 
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 образует случайную функцию ξ(t). При этом график случайной функции как бы «размывается» на временной диаграмме.

В зависимости от того, непрерывное или дискретное множество значений принимает случайная функция ξ(t) и ее аргумент время t, различают пять основных видов случайных процессов:

- Дискретная случайная последовательность, ξ(t) и t образуют дискретные множества. На рис. 1.3.2. приведена реализация случайной функции
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                                           Рис. 1.3.2.

Здесь и далее в целях наглядности на рисунках будем изображать только одну реализацию случайной функции ξ(t), понимая под этой кривой всю совокупность возможных реализаций ξ(t). Приведенный на рис. 1.3.2. процесс может встречаться в радиотелеграфии, радиолокации.

- Случайная последовательность (непрерывный процесс с дискретным временем). На рис 1.3.3. огибающая случайной последовательности обозначена в виде кривой линии. Такие последовательности встречается при амплитудно-импульсной модуляции сигнала в дискретные моменты времени
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                                          Рис. 1.3.3.

- Дискретный процесс (дискретный процесс с непрерывным временем) приведен на рис. 1.3.4
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                                        Рис. 1.3.4.

Дискретный процесс может рассматриваться как результат квантования сигнала только по уровню.

- Непрерывный процесс (рис 1.3.1) наиболее часто встречается в системах связи. Например, к ним можно отнести первичные аудио- и видеосигналы и т.д.

- Точечный процесс (поток) – последовательность точек, расположенных случайным образом на оси времени (рис.1.3.5.).
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                                       Рис. 1.3.5.

В качестве точечного процесса можно рассматривать моменты времени наступления отказов в аппаратуре, поток заявок (звонков) на обслуживание.

В радиотехнике иногда возникает необходимость оперировать со случайными процессами, зависящими не только от времени t, но и от координат пространства, т.е. ξ(x, y, z, t), x, y, z-координаты пространства. Такие случайные функции ξ(x, y, z, t) еще называют случайными полями. Например, одна реализация случайного поля ξ(x, y, z, t) имеет вид, напоминающий горный рельеф (рис. 1.3.6).
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                                      Рис. 1.3.6.

В качестве описания случайных процессов и полей используют те же вероятностные характеристики, что и для случайных величин – плотность вероятности (ПВ), интегральная функция распределения (ИФР), корреляционные функции.

Сложность нахождения вероятностных характеристик ξ(t) заключается в том, что случайный процесс «зависит» от параметра – времени. Чтобы преодолеть эту сложность для определения вероятностных характеристик используют временные «срезы» случайной функции ξ(t), т.е. ξ(t1) в момент t1, ξ(t2) в момент t2  (рис.. 1.3.7.). В общем случае моменты времени выбираются произвольно и могут отстоять друг от друга на расстоянии (. При фиксированном 
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                        Случайный процесс 
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                   ПВ для «срезов» 
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                  ИФР для «срезов» 
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                                       Рис. 1.3.7.

Под одномерной интегральной функцией распределения 
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 того, что значение случайной функции в момент времени t=ti меньше некоторого уровня xi  (xi- переменная величина),
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Производная от функции F(xi,ti) по 
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носит название одномерной плотности вероятности.

Одномерные ПВ и ИФР характеризуют процесс «статически», в одной (хотя и произвольной) точке, и не дают полного, исчерпывающего представления о характере изменения случайного процесса во времени. Другими словами, одномерные функции распределения не отвечают на вопрос о зависимости случайных величин 
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Поэтому вводят в рассмотрение соответственно n-мерные ИФР и ПВ: 
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где 
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 – переменные величины для соответствующих моментов наблюдения 
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По аналогии с числовыми характеристиками случайных величин рассмотрим «усредненные» характеристики случайных процессов. В отличие от числовых характеристик случайных величин, представляющих числа, «усредненные» характеристики  случайных функций в общем случае являются функциями.

Зная одномерный закон распределения, можно определить центральный момент I – го порядка (математическое ожидание) как
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В формуле (1.3.1.) индекс i перед 
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можно опустить, т.к. в силу произвольности выбора 
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 - эту величину можно заменить на
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. Индекс  i перед переменной 
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 также можно опустить, т.к. интегрирование введется по бесконечному интервалу. 

Таким образом, из формулы (1.3.1) видно, что математическое ожидание случайной величины есть неслучайная функция
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, которая при каждом значении аргумента 
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равна математическому ожиданию соответствующего сечения случайной функции. Иначе говоря, математическое ожидание есть некоторая средняя функция, около которой варьируются реализации случайной функции. 

Из определения случайной функции следуют его основные свойства, которые примем без доказательства.

1. Математическое ожидание неслучайной функции равно этой функции, т.е., если
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2. Операция математического ожидания линейна, т.е. случайная функция 
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 - неслучайные функции, то математическое ожидание случайной функции 
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3. Математическое ожидание случайной функции непрерывно во всем интервале непрерывности случайной функции.

Аналогично математическому ожиданию определяется центральный момент II-го порядка (дисперсия):
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(1.3.2)
где 
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 - переменная центрированной случайной функции
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. Из формулы (1.3.2.) видно, что дисперсией называется неотрицательная неслучайная функция, значение которой в каждый момент времени 
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равно дисперсии соответствующего сечения случайной функции. Другими словами, словами дисперсия случайной функции характеризует разброс возможных реализаций случайной функции относительно среднего. 

Несмотря на того, что математическое ожидание и дисперсия являются важными характеристиками случайных функций, они недостаточно полно описывают особенности последних. Чтобы убедиться в этом, можно рассмотреть два случайных процесса 
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 (рис. 1.3.8.) с одинаковыми математическими ожиданиями и дисперсией, однако характер процессов будет различен.
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Один из процессов 
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 более «плавный», а другой  
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 - с явно выраженным «скачкообразным» изменением. При этом для случайной функции 
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 имеет место более сильная зависимость между отдельными значениями, а для процесса 
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 - более слабая зависимость. 

Внутренняя структура обоих случайных процессов совершенно различна и не отражается в его описании при помощи математического ожидания и дисперсии. Поэтому для изучения степени статистической связи между ординатами (сечениями) для двух произвольно взятых моментов времени вводится специальная характеристика – смешанный центральный момент II-го порядка, который называют функцией корреляции (иначе - автокорреляционной функцией):
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где 
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 - переменные значения  ординат центрированной случайной функции 
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 соответственно в моменты времени 
[image: image69.wmf]1

t

 и
[image: image70.wmf]2

t

. Другими словами, автокорреляционной функцией называется неслучайная функция двух аргументов
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 равна корреляционному моменту соответствующих сечений случайной функции
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Рассматривая аргументы корреляционной функции 
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 случайного процесса
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. Значения аргумента 
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 на некотором интервале наблюдения за функцией 
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 обычно выбирают равноотстоящими в виде последовательности
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.  Зарегистрированные значения 
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 заносят в таблицу, каждая строка  которой соответствует определенной реализации, а число столбцов числу значений аргумента (табл. 1.3.1.). 
                                                                                                        Таблица 1.3.1
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Символом 
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 обозначено значение, соответствующее 
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На практике, как правило, плотность вероятности распределения значений реализаций заведомо не известна, поэтому использование формул (1.3.1.) и (1.3.3.) не представляется возможным. В этом случае определение соответствующих моментов случайного процесса может быть осуществлено в результате статистической  обработки полученных реализаций. Для этого находят их оценки (приближенные значения). Прежде всего находят оценку математического ожидания по формуле
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и далее, корреляционный момент
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Заметим, что если возникнет необходимость вычисления оценки дисперсии, то ее можно получить, используя формулу 
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Полагая 
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 для всех индексов
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, строят корреляционную матрицу случайных величин. Эта матрица есть не что иное, как таблица значений аргументов корреляционной функции для прямоугольной сетки значений аргументов на плоскости (
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). Далее, путем интерполирования или аппроксимации можно построить корреляционную функцию
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Геометрически автокорреляционная функция имеет вид убывающей относительно начала координат поверхности, симметричной относительно вертикальной плоскости, проходящей через биссектрису координатного угла 
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 (рис. 1.3.9).
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                                 Рис.1.3.9.

Следует отметить, что автокорреляционная функция при равенстве моментов времени 
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 обращается в дисперсию случайной функции. Действительно, при соблюдении равенства 
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. Далее, воспользовавшись формулой (1.3.4.), получим
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Отсюда следует, что необходимость в знании дисперсии как отдельной характеристики отпадает. Достаточно знать математическое ожидание и корреляционную функцию случайного процесса.

Ввиду важности корреляционной функции как характеристики поведения случайной функции рассмотрим  ее основные свойства.

1. Корреляционная функция симметрична, т.е.
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т.к. корреляционный момент не зависит от последовательности, в которой рассматриваются случайные величины
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 в формуле (1.3.4.).

2. Корреляционная функция неслучайной функции равна нулю. На самом деле, пусть
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 - неслучайная функция, тогда из очевидного равенства 
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, откуда из формулы (1.3.4.) сразу следует утверждение.

3. Из второго свойства вытекает, что корреляционная функция 
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не изменится, если к случайной функции 
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 добавить любое неслучайное слагаемое. 

4. Корреляционная функция 
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 - соответственно детерминированная и случайная функции, равна 
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Действительно, центрированная случайная функция 
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и корреляционная функция 
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5. Корреляционная функция 
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 удовлетворяет соотношению


[image: image152.wmf]22

12112212

(,)(,)(,)()().

RttRttRtttt

xxxxxxxx

ss

£=


Это свойство нетрудно получить их очевидного соотношения 
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В общем случае степень статистической связи между ординатами случайной функции 
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 в моменты времени 
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Универсальность смешанного центрального момента II-го порядка как детерминированной характеристики описания степени взаимосвязи между сечениями одной случайной функции позволяет  также описывать степень статистической связи между ординатами двух случайных функций 
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Фиксируя время наблюдения за процессами 
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 запишем смешанный центральной момент II-го порядка в виде
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(1.3.7.)
где 
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- переменные значения соответственно случайных величин 
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 - математические ожидания случайных величин 
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 - двумерная плотность вероятности случайных величин
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. Смешанный момент второго порядка 
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 еще называют взаимной корреляционной функцией (корреляционной функцией связи). 

Случайные функции 
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 являются коррелированными, если их взаимная корреляционная функция 
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 не равна нулю. В противном случае, т.е. когда
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 статистически независимы (не коррелированны). В этом нетрудно убедиться. В соответствии с теоремами элементарной теории вероятностей двумерную ПВ в (1.3.7.) можно представить в виде произведения двух одномерных  ПВ в виде
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Подставляя (1.3.8.) в формулу (1.3.7.), видим, что интеграл (1.3.7.) превращается в произведение двух интегралов
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Но интеграл 
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Откуда сразу получаем, что для независимых процессов
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На практике вместо 
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 используют оценку взаимной корреляционной функции
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Основное отличие в методике вычисления оценки взаимной корреляционной функции состоит в необходимости составления двух таблиц зарегистрированных значений отдельно для каждой из наблюдаемых случайных функций 
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Взаимная корреляционная функция 
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 двух случайных функций 
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 обладает аналогичными свойствами, что и автокорреляционная функция.

Основное отличие состоит в том, что взаимная корреляционная функция не является функцией, симметричной относительно своих аргументов, т.е.
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Действительно, для центрированных случайных процессов 
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 взаимные корреляционные функции
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являются различными, т.к. они определяются относительно разных во времени сечений 
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. Кроме того, 
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также являются различными функциями. Однако из сравнения (1.3.10.) и (1.3.11.) следует, что 
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т.е. при одновременной перестановке аргументов взаимной корреляционной функции и порядка случайных функций значение взаимной корреляционной функции не изменяется.

Взаимная корреляционная функция также обладает свойством
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где 
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 - дисперсия случайного процесса 
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 (доказательство аналогично доказательству свойства 5 автокорреляционной функции).

В общем случае смешанный центральный момент порядка 
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 случайных функций 
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 определяется достаточно громоздкой формулой 
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